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Zusammenfassung

Gewichtungsmethoden und speziell Inverse Probability Weighting (IPW) kann
angewendet werden, wenn es in Stichproben zu systematischen Nichtbeobach-
tungen kommt. Der Einsatz von IPW ist jedoch nicht immer günstig, weil
die Effizienz der Schätzer reduziert wird. Um heuristische Hinweise zu erar-
beiten, wann IPW eingesetzt werden sollte, wird das Verhalten der Methode
in einer Simulationsstudie untersucht, bei der entscheidenden Modellannah-
men systematisch verletzt werden. Die Ergebnisse deuten darauf hin, dass
die korrigierten Determinationskoeffizienten der geschätzten Selektions- und
Regressionsmodelle mindestens kleine Zusammenhänge (R2 > 0.3) zeigen
sollten. Der Mittelwert der Gewichte sollte kleiner 1 und der Stichproben-
umfang größer 100 sein. Unter diesen Umständen wird der Einsatz von IPW
angesichts einer Nichtbeobachtungsrate von bis zu 30% empfohlen, um trotz
Effizienzverlust eine angemessen Verzerrungsreduktion zu bewirken.
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1 Modellformulierung

In empirischen Untersuchungen kann der Zusammenhang einer unabhängi-
gen Variable X und einer abhängigen Variable Y untersucht werden. Dazu
werden i = 1..N Datensätze Xi, Yi ∈ Wi in einer Stichprobe mit N Untersu-
chungseinheiten erhoben. Der Zusammenhang zwischen X und Y und andere
Populationsprobleme, wie z.B. der Mittelwert der Variable Y , können im All-
gemeinen als Minimierungsproblem für eine gegebene Stichprobe formuliert
werden (Wooldridge, 2002).

min
θ∈Θ

N∑
i=1

q(wi, θ) (1)

Hier existiert in den meisten Anwendungsfällen ein Parameter θ0, welcher
das Minimierungsproblem löst. Zum Beispiel kann θ in der Form q(wi, θ) =
(yi − xiθ)2 als der Effekt von X auf Y interpretiert werden und würde mit
der Methode der kleinsten Quadrate geschätzt.

Damit die Schätzung der interessierenden Parameter unverzerrt ist, muss die
Stichprobe repräsentativ sein, also wi muss unabhängig und identisch ver-
teilt sein wie W in der Grundgesamtheit. Die Ziehung einer repräsentativen
Stichprobe bezüglich einer zu definierenden Grundgesamtheit ist ein komple-
xes Problem (Bortz & Döring, 2006).

Ist eine repräsentative Stichprobe gewonnen, kann es immer noch vorkom-
men, dass einzelne Variablen unbeobachtet bleiben (item nonresponse). Zum
Beispiel wird yi nicht beobachtet, wenn in einer Umfrage die i-te Versuchs-
person keine Antwort auf Frage nach dem Einkommen Y gibt. Im Folgenden
wird die Situation betrachtet, wenn es bereits gelungen ist, eine repräsen-
tative Stichprobe zu ziehen, aber gegebenenfalls die abhängige Variable Y
unbeobachtet bleibt.

Wenn Variablen der Untersuchungseinheit i fehlen, so kann im Allgemei-
nen q(wi, θ) nicht berechnet werden. Ein möglicher Ansatz ist, die gezogene
Stichprobe auf diejenigen Untersuchungseinheiten zu reduzieren, für die alle
Variablen beobachtet sind. Dieser Ansatz wird mit Complete Case Analysis
(CCA) bezeichnet (Seaman, White, Copas & Li, 2012). CCA betrachtet für
jede Untersuchungseinheit i die Variable si = 1, wenn wi vollständig beob-
achtet ist, sonst si = 0. Nun kann (1) umgeschrieben werden, indem alle nicht
vollständig beobachteten Untersuchungseinheiten ignoriert werden.

min
θ∈Θ

N∑
i=1

siq(wi, θcca) (2)
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Dieser Ansatz ergibt nur dann unverzerrte Ergebnisse, wenn das Fehlen von
Variablen unabhängig von W ist, also formal P (S = 1|W ) = P (S = 1) (miss-
ing completely at random, MCAR). Diese Annahme gilt nicht, wenn z.B. das
Einkommen Y mit höherer Wahrscheinlichkeit verschwiegen wird, wenn es
sehr hoch ist. Eine Einschränkung der MCAR Annahme stellt die Annahme
dar, dass die Beobachtungswahrscheinlichkeit unabhängig von Y bei gegebe-
nem, immer beobachteten X ist (missing at random, MAR), formal P (S =
1|W ) = P (S = 1|X, Y ) = P (S = 1|X). In diesem Fall ließe sich die Beobach-
tungswahrscheinlichkeit jeder Untersuchungseinheit πi = P (si = 1|X = xi)
schätzen. Dies ist nicht mehr möglich, wenn die Beobachtungswahrscheinlich-
keit zusätzlich auf Y bedingt ist, also πi = P (S = 1|X, Y ) 6= P (S = 1|X),
weil in diesem Fall die Variable Y zur Vorhersage von πi fehlt (not missing at
random, NMAR). Für eine genauere Betrachtung dieser Konzeption bietet
sich die Lektüre von Schafer und Graham (2002) an.

Im Allgemeinen genügt es also nicht, selbst wenn eine repräsentative Stich-
probe gewonnen ist, ein systematisches Fehlen von Variablen zu ignorieren.
Statt CCA bieten sich die Verfahrensklassen Multiple Imputation (MI), Ge-
wichtung von vollständig beobachteten Untersuchungseinheiten und modell-
basierte Verfahren an.

Grob zusammengefasst ersetzt MI fehlende Werte mit einer oder mehreren
Schätzungen. Gewichtungsmethoden werten den Einfluss jeder vollständig
beobachteten Untersuchungseinheit invers zur Beobachtungswahrscheinlich-
keit, sodass seltene Datensätze höher gewichtet werden. Modellbasierte Ver-
fahren verwenden z.B. die maximum likelihood Methode und werden hier
nicht weiter besprochen. Bei Imputationsverfahren müssen Verteilungsannah-
men getroffen werden, um fehlende Variablen zu schätzen. Diese Annahmen
bieten zusätzliche Informationen, wodurch die Effizienz der Schätzung er-
höht wird. Es kann jedoch nicht im Allgemeinen überprüft werden, ob die
getroffenen Annahmen korrekt sind. MI ist dann angemessen, wenn einzelne
Variablen verstreut im Datensatz fehlen (Freedman & Berk, 2008). Wenn für
mehrere Untersuchungseinheiten die gleichen Teilabschnitte der Beobachtung
fehlen und die immer beobachteten Variablen zur Vorhersage der Nichtbeob-
achtung genügen, so bieten sich Gewichtungsmethoden an. Das ist z.B. der
Fall, wenn Yi ein hochdimensionaler Vektor ist und mit MI viele fehlende
Werte geschätzt würden und der immer beobachtete Vektor Xi zur Schät-
zung der Beobachtungswahrscheinlichkeit πi genügt. Dieser Ansatz wird als
vergleichsweise intuitiv betrachtet (Seaman et al., 2012). Beispielsweise sei
eine repräsentative Stichprobe gegeben und dem Datenanalysten bekannt ist,
dass nur die Hälfte der Versuchspersonen ihr Einkommen angeben, wenn es
sehr hoch ist.
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Nun könnten die Versuchspersonen mit hohem Einkommen doppelt gewich-
ten werden. Dieser Ansatz findet auch Anwendung bei zensierten Daten, wie
sie oft bei medizinischen Untersuchungen gefunden werden (Curtis, Ham-
mill, Eisenstein, Kramer & Anstrom, 2007). Es ist ebenso möglich durch
Gewichtung kausale Effekte in nicht experimentellen Studien zu schätzen
(McClintock, 2010), wobei dafür besondere Vorsicht geboten ist.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit einer speziellen Variante von Ge-
wichtung, der Inverse Probability Weighting Methode (IPW). IPW verwendet
die Wahrscheinlichkeit πi, dass eine Untersuchungseinheit i vollständig beob-
achtet wird, und gewichtet jede Untersuchungseinheit durch das Inverse die-
ser Wahrscheinlichkeit π−1

i . In der Literatur wird empfohlen, diese Gewichte
zu stabilisieren, indem πi mit der mittleren Beobachtungswahrscheinlichkeit
π = N−1 ∑ πi multipliziert wird, sodass die Gewichte die Form ππ−1

i haben
(Wal & Geskus, 2011). Ein gut beschriebenes, reales Anwendungsbeispiel für
IPW bietet Haapea et al. (2011). Für die weiteren Betrachtungen legen wir
dementsprechend folgendes Modell für IPW zugrunde.

min
θ∈Θ

N∑
i=1

si
π

πi
q(wi, θipw) (3)

Diese Modellformulierung liefert unverzerrte Ergebnisse unter den folgenden
Annahmen (Wooldridge, 2002).

(i) Die erhobenen Untersuchungseinheiten sind repräsentativ für die Grund-
gesamtheit, also wi unabhängig und identisch verteilt wie W .

(ii) wi ist vollständig beobachtet gdw. si = 1. Es gibt eine immer be-
obachtete Teilmenge vi ∈ wi, sodass die Wahrscheinlichkeit für eine
vollständige Beobachtung der i-ten Untersuchungseinheit πi = P (si =
1|wi) = P (si = 1|vi) bekannt ist oder ausreichend genau geschätzt wer-
den kann. Die Wahrscheinlichkeiten für eine vollständige Beobachtung
∀i : P (si = 1|wi) ≥ δ > 0 müssen für alle Untersuchungseinheiten
positiv und von 0 weg gebunden sein.

Es sind zusätzlich weitere Annahmen erforderlich, die gewöhnlich gelten und
hier nicht weiter untersucht werden. Für eine detailliertere Beschreibung sei
auf Wooldridge (2002) verwiesen. Sind diese Annahmen erfüllt, so konvergiert
für N → ∞ auch die gewichtete Schätzung aus (3) gegen die unverzerrte
Lösung des Populationsproblems θw → θ0.

Im Folgenden wird die Fragestellung untersucht, wann es aus praktischer
Sicht empfehlenswert ist, IPW einzusetzen.
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2 Fragestellung

Gewichtungsmethoden allgemein, und damit IPW im Speziellen, versuchen
Verzerrung auf Kosten von Effizienz zu reduzieren (Wooldridge, 2007). Die
Effizienz der Schätzer sinkt in Abhängigkeit zu den verwendeten Gewichten.
Mit IPW werden Gewichte invers zu den Beobachtungswahrscheinlichkeiten
P (si = 1|wi) = πi konstruiert. Sind die Beobachtungswahrscheinlichkeiten
sehr klein, so sind die konstruierten Gewichte sehr groß, wodurch die Effizienz
der Schätzer sinkt. Der Grund hierfür ist, dass einzelne Untersuchungsein-
heiten, und damit deren Fehler, großen Einfluss auf die Schätzung erhalten.
Nach Annahme (ii) sind die Beobachtungswahrscheinlichkeiten nach unten
beschränkt mit ∀i : πi ≥ δ > 0. Für N → ∞ genügt die Existenz einer
solchen Schranke. Für praktisches Zwecke und ein begrenztes N spielt die
konkrete Ausprägung von δ jedoch eine wichtige Rolle. Da πi in den meisten
Fällen geschätzt werden muss, sind immer beobachtete Variablen für diese
Schätzung notwendig. Der Einsatz von IPW ist daher zu empfehlen, wenn die
Beobachtungswahrscheinlichkeiten

”
annehmbar“ begrenzt sind und mit den

gegebenen Variablen
”
ausreichend“ gut geschätzt werden können. In dieser

Ausarbeitung wird die Fragestellung untersucht, wann der Einsatz von IPW
anhand dieser informell beschrieben Kriterien zu empfehlen ist.

Es erscheint schwierig, dieser Fragestellung analytisch zu begegnen, weil die
Möglichkeiten der Annahmenverletzung vielfältig sind. Deshalb wird hier
mit Hilfe von Simulation (Kolonko, 2008) das Verhalten von IPW unter
verschiedenen Graden der Annahmenverletzung untersucht. Die Schätzung
durch IPW wird mit CCA verglichen, wenn die Annahme (ii) hinsichtlich der
Schranke δ für die Beobachtungswahrscheinlichkeiten variiert und bezüglich
P (si = 1|wi) = P (si = 1|vi) verletzt wird. Ziel ist es, Hinweise für Datenana-
lysten zu erarbeiten, wann der Einsatz von IPW sinnvoll ist. Drei Hypothesen
aus der Literatur werden gezielt untersucht, Zusammenhänge zwischen Gü-
tekriterien und Kenngrößen der Schätzung werden analysiert und Hinweise
aus der Literatur zum Einsatz von IPW werden zusammengestellt. Die zu
untersuchenden Hypothesen sind die folgenden.

(H1) IPW reduziert die Verzerrung und verringert die Effizienz der Schät-
zung (Wooldridge, 2007).
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(H2) Die Verwendung der geschätzten Beobachtungswahrscheinlichkeiten π̂i
führt häufiger zu korrekten Ergebnissen, als die Verwendung der wah-
ren Beobachtungswahrscheinlichkeiten πi. Diese Hypothese erscheint
nicht intuitiv, da in diesem Fall vorhandene Informationen ignoriert
werden. Die Literatur gibt aber wiederholt Hinweise für diese Hypothe-
se (Wooldridge, 2002; Kang & Schafer, 2007; Robins, Sued, Lei-Gomez
& Rotnitzky, 2007; Freedman & Berk, 2008).

(H3) Bei der Schätzung der Beobachtungswahrscheinlichkeiten wird eine Link-
funktion festgelegt, wie nachfolgend für das Selektionsmodell (12) be-
schrieben. Die gewählte Linkfunktion g lässt sich mit der von Hinkley
(1985) vorgeschlagenen Methode verifizieren.

Für die Untersuchungen werden künstliche Stichproben simuliert. Auf Basis
der Simulationen werden die Schätzungen von CCA und von IPW verglichen.
Beide Methoden werden einen interessierenden Parameter a schätzen, derden
Zusammenhang zwischen zwei Variablen X und Y darstellt. Die Schätzung
durch CCA ist âCCA und durch IPW ist âIPW . Ziel ist es, Hinweise zu sam-
meln, wann der Einsatz von IPW zu empfehlen ist. Dies wäre der Fall, wenn
die Schätzung von IPW näher an a liegt, als die von CCA und wenn die
Varianz der Schätzung durch IPW geringer ist (IPW eine höhere Effizizenz
aufweist). Dazu werden die folgenden Gütekriterien betrachtet.

(Q1) Relative Reduktion der Verzerrung (bias reduction)

BR =
BiasCCA −BiasIPW

SEIPW
(4)

Hierbei ist BiasCCA = |a− âCCA|, BiasIPW = |a− âIPW | und

SEIPW = +
√
V ar(âIPW ).

Positive Werte von BR deuten darauf hin, dass IPW Verzerrung redu-
ziert hat, während negative Werte eine Vergrößerung der Verzerrung
repräsentieren.

(Q2) Verhältnis der Varianzen von IPW Schätzung und CCA Schätzung
(quotient of variances)

QV =
V ar(b̂IPW )

V ar(b̂CCA)
(5)

Werte über 1 für QV deuten darauf hin, dass die IPW Schätzung inef-
fizienter ist als die Schätzung durch CCA.
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(Q3) Abdeckungsrate (coverage) von a durch 95%-Konfidenzintervalle um â

CCCA = P (b ∈ KI0.95(âCCA)) (6)

CIPW = P (b ∈ KI0.95(âIPW )) (7)

Es wird untersucht, ob zwischen diesen drei Gütekriterien und gewissen
Kenngrößen der Schätzung Zusammenhänge existieren. Als Kenngrößen bie-
ten sich zunächst deskriptive Variablen wie der Stichprobenumfang N und
die Beobachtungsrate N−1 ∑ si an. Wie bereits ausgeführt, liegt die Vermu-
tung nahe, dass die untere Grenze der Beobachtungswahrscheinlichkeiten und
damit die obere Grenze der Gewichte sup(ππ−1

i ) von Relevanz für die Schät-
zung ist. Da zu erwarten ist, dass das größte Gewicht einer starken Streuung
unterworfen ist, wird zusätzlich das 0.95 - Quantil q0.95 der Gewichte als
stabilere Variable untersucht. Die Literatur empfiehlt zusätzlich den Mittel-
wert der Gewichte von vollständigen Beobachtungen zu betrachten (Cole &
Hernán, 2008). Ebenfalls aus der Literatur (Freedman & Berk, 2008) wird
bei einem korrekten Regressionsmodell empfohlen, keine Gewichtung vor-
zunehmen. Dementsprechend wird die Güte des Regressionsmodells mittels
Determinationskoeffizient R2

reg ermittelt. Zuletzt kann auch der Determina-
tionskoeffizient R2

sel für das Selektionsmodell Aufschluss über das Verhalten
von IPW bieten (Kang & Schafer, 2007).
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3 Simulation

Zur Untersuchung der Fragestellungen wird das Verhalten von IPW und CCA
bei verschiedenen Parameterkonstellationen beobachtet. Das datenerzeugen-
de Modell ist ein einfaches lineares Regressionsmodell (8). Zusätzlich existiert
ein Selektionsmodell (10) für die Beobachtungswahrscheinlichkeiten.

Y = aX + bXXo + ε (8)

Cov(X,Xo) = c (9)

πi = P (s = 1|Y,X,Xo) = f−1(dX + eY + επ) (10)

Hierbei stellt Y die abhängige Variable, X und Xo die unabhängigen Varia-
blen dar. Der inhaltlich interessierende Parameter a, der den Effekt von X
auf Y darstellt, wird untersucht. Die Variable X wird vom Datenanalysten
erhoben; Xo jedoch nicht (Xomitted kurz: Xo). Aufgrund eines Interaktionsef-
fektes von XXo kann es bei der Schätzung von a zu Verzerrungen kommen,
da Xo nicht erhoben wurde (omitted variable bias). Es gilt X ∼ N (0, 1)
und Xo ∼ N (0, 1). Die Fehler ε und επ sind für jede Untersuchungseinheit
unabhängig und identisch verteilt mit ε ∼ N (0, 1) und επ ∼ N (E(επ), 1).
Das Selektionsmodell führt eine Verzerrung aufgrund systematisch fehlender
Beobachtungen für Y ein (nonresponse bias) (Bortz & Döring, 2006). Die-
se Verzerrung versucht IPW zu korrigieren. Die Beobachtungsrate N−1 ∑ si
wird durch das Selektionsmodell (10) variiert; die erwartete Beobachtungs-
rate durch E(επ) manipuliert. Sei zum Beispiel die Beobachtungsrate 0.7,
so wird yi im Mittel bei 30% der Untersuchungseinheiten als unbeobachtet
markiert (si = 0). Als Linkfunktion f wird für alle Simulationen die Logit-
funktion verwendet f(x) = ln(x[1− x]−1), sodass f−1(x) = [1 + exp(−x)]−1

ist (Aldrich & Nelson, 1984).

Jede Simulation lässt sich als ein Datensatz wi = (si, yi, xi, x
o
i ) mit i = 1..N

beschreiben, wobei yi nicht beobachtet wird, falls si = 0 und xoi niemals
beobachtet wird. Tabelle 1 stellt ein Schema für die simulierten Datensätze
dar, wobei grau hinterlegte Zellen fehlende Daten markiert.

Die Parameter a, b, c, d, e, die Linkfunktion f aus Gleichungen 8 und 10 so-
wie N werden variiert. Für jede dieser Parameterkonstellation werden 100
Simulationen durchgeführt. In jeder Simulation werden N Untersuchungs-
einheiten zufällig erzeugt. Anhand dieser Simulationen werden die Schätzun-
gen von CCA und IPW für a verglichen. Es werden jeweils Stichproben für
N ∈ {30, 100, 200} gezogen. Der Erwartungswert der Nichtbeobachtungsrate
wurde durch den Fehlerterm eπ auf 10%, 20% und 30% gesetzt.
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i si yi xi xoi
1 1
2 0
3 0
4 1
...
N

Tabelle 1: Datenmodell der Simulationen. Graue Hinterlegung repräsentiert
fehlende Daten.

Fälle mit weniger vollständigen Beobachtungen werden hier nicht diskutiert,
da davon ausgegangen werden sollte, dass die Analyse besonderer Vorsicht
bedarf und die hier erarbeiteten, heuristischen Empfehlungen nicht anzuwen-
den sind. Der Haupteffekt a ∈ {0, 3, 6} nimmt keine negativen Werte an, weil
sich derartige Parameterkonstellationen analog zu den Parameterkonstella-
tionen verhalten, für die das Vorzeichen der anderen Parameter vertauscht
ist. Der Interaktionseffekt variiert zwischen b ∈ {−3, 0, 3}. Die Variablen
X und Xo nehmen c = Cov(X,Xo) = rXXo ∈ {−0.7, 0.3, 0, 0.3, 0.7} an
(wegen V ar(X) = V ar(Xo) = 1). Analog werden Haupteffekte der Varia-
blen X und Y auf die Beobachtungswahrscheinlichkeit von Y variiert mit
d ∈ {−6,−3, 0, 3, 6} und e ∈ {−3, 0, 3}. Dieser Simulationsrahmen deckt ist
in mehreren Dimensionen beschränkt, z.B. ist unter MAR das Selektionsmo-
dell immer korrekt spezifiziert. Die Auswirkungen dieser Einschränkungen
werden in Abschnitt 5 betrachtet.

Bei der Schätzung des Koeffizienten a aus Gleichung (8) muss der Datenana-
lyst auf das Regressionsmodell in Gleichung (11) und das Selektionsmodell
in Gleichung (12) zurückgegriffen werden, weil Xo nicht erhoben wurde. Die
Konstanten α und απ (intercept) dienen lediglich zur Schätzung und werden
im Folgenden keine inhaltliche Relevanz haben.

Ŷ = aX + α (11)

π̂ = P̂ (S = 1|X) = g(eX + απ) (12)

Wird auf diese Weise a geschätzt, so entsteht Verzerrung erstens durch feh-
lende Parameter (omitted variable bias) und durch Selektion (selection bias).
Nach Hypothese H1 soll bei der Simulation die Verzerrungsreduktion BR po-
sitiv werden und der Quotient der Varianzen QV über 1 liegen.
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Zur Untersuchung der Hypothese H2 wird die Verwendung der wahren Be-
obachtungswahrscheinlichkeiten aus dem datenerzeugenden Modell (10) ver-
glichen mit der Verwendung von geschätzten Beobachtungswahrscheinlich-
keiten. Im letzteren Fall dient das Selektionsmodell (12) zur Schätzung der
Beobachtungswahrscheinlichkeiten P̂ (si = 1|xi) = π̂i und damit zur Berech-
nung der Gewichte π̂π̂−1

i aus Gleichung (3). Um Hypothese H3 zu untersu-
chen werden für jede Simulation Selektionsmodelle (12) mit Logit, Probit
und Cauchit als Linkfunktion g aufgestellt. Mit dem daraus geschätzten, li-
nearen Prädiktoren (η̂i = êxi) wird ein neues Selektionsmodell aufgestellt
mit P̂ (S = 1|X = x) = g(η̂ + ĥη̂2). Hinkley (1985) empfiehlt die Interpre-
tation, dass die gewählte Linkfunktion g ungleich der wahren Link Funktion
f ist, wenn ĥ signifikant von 0 verschieden ist. Bei der Datengeneration der
gesamten Simulation wurde für f die Logitfunktion verwendet.

Die Simulation erfolgt mit Hilfe der freien statistischen Software R (R Core
Team, 2012). Insbesondere zur Generierung der Gewichte von IPW wird das
Softwarepaket ipw Version 2.15.3 von Wal und Geskus (2011) genutzt. Zur
Untersuchung der Linkfunktionen wurde das Paket VGAM Version 2.15.3
verwendet.

Beispielsimulation

Eine Simulation sei zur Veranschaulichung kurz charakterisiert. Beispielswei-
se wird die Parameterkonstellation a = 6, b = 3, c = −0.7, d = −3 und e = 0
(MAR) betrachtet. Der Stichprobenumfang beträgt N = 200. Die verwende-
te Linkfunktion in (10) ist die Logitfunktion. 128 der Untersuchungseinhei-
ten wurden vollständig beobachtet. Ein Streudiagramm für die generierten
Daten sowie durch CCA und IPW geschätzte Regressionsgeraden sind in Ab-
bildung 1 zu sehen. Eine geschätzte Verteilungsfunktion der Gewichte lässt
sich in Abbildung 2 nachvollziehen. Es treten Gewichte auf, die einzelnen
Untersuchungseinheiten einen größeren Einfluss auf die Schätzung verleihen.
In diesem Fall erhalten die Beobachtungen mit X > 1 große Gewichte, weil
die Beobachtungsrate für Untersuchungseinheiten mit X > 1 gering ist. So
nähert sich IPW einer geschätzten Regressionsgeraden an, die geschätzt wor-
den wäre, wenn alle Untersuchungseinheiten vollständig beobachtet gewesen
wären.

Nun werden Kenngrößen und Gütekriterien für diese Simulation berechnet
und über 100 Wiederholungen gemittelt. So werden Mittelwerte der Kenngrö-
ßen und Gütekriterien für alle 6075 Parameterkonstellationen gefunden.
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Abbildung 1: Beispiel einer durchgeführten Simulation. Ausgefüllte Punkte
repräsentieren vollständig beobachtete Untersuchungseinheiten. Kreise reprä-
sentieren Untersuchungseinheiten, bei denen nur X beobachtet wurde.

Abbildung 2: Beispiel der geschätzten, rechtsschiefen Dichtefunktion.
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4 Ergebnisse

Um einen Eindruck über die vorliegenden Ergebnisse der Simulation zu be-
kommen, werden die Parameterkonstellationen in Klassen gegliedert und die
Mittelwerte (mean) der Gütekriterien betrachtet sowie die empirischen Stan-
dardfehler (sd) dieser. In Tabelle 2 wird die Simulationen nach der Abhängig-
keitsstruktur des Selektionsmodells (MCAR mit d = e = 0, MAR mit d 6= 0,
e = 0 und NMAR mit e 6= 0) geteilt.

Für die Schätzung von V ar(âIPW ) wurden zwei Wege gewählt. Erstens wurde
die Varianz durch der Methode glm() geschätzt. Zweitens wurde über die 100
Simulationen einer Parameterkonstellation die Varianz von â empirisch ge-
schätzt. Ein Vergleich dieser beiden Methoden ergibt, dass die Varianzschät-
zung durch glm() fälschlicherweise für gewichtete Methoden sogar kleinere
Varianzen ausgibt. Dies kann aus analytischen Gründen abgelehnt werden
(Wooldridge, 2007). Die empirische Varianzschätzung von â ergibt hingegen
mean(QV ) = 4.326. Dieses Ergebnis deutet darauf hin, dass die Varianz sich
bei Gewichtung vervielfacht. So fanden auch Freedman und Berk (2008) so-
wie Seaman et al. (2012) eine Vervielfachung der Standardabweichung unter
IPW. Curtis et al. (2007) empfiehlt daher die Standardabweichung mit Boot-
strapmethoden zu schätzen (Efron & Tibshirani, 1993). Die Berechnung der
Konfidenzintervallabdeckungen basierte auf der Varianzschätzung von glm().
So sind die berechneten Konfidenzintervalle für IPW zu klein. Deshalb wird
die Abdeckungsrate CIPW unterschätzt. Dementsprechend wurde dieses Kri-
terium aus der Untersuchung ausgeschlossen.

Es konnte festgestellt werden, dass IPW je nach Art der Annahmenverlet-
zung Verzerrung reduzieren kann. Wenn MCAR gilt, existiert keine Verzer-
rung durch Selektion, die IPW reduzieren könnte (BR ∈ [−0.002, 0.002] mit
Fehlerwahrscheinlichkeit α = 0.05). Unter MAR kann IPW die Verzerrung
reduzieren (BR ∈ [0.303, 0.344]). Unter NMAR erhöht IPW die Verzerrung
(BR ∈ [−0.505,−0.47]). Insgesamt erhöht IPW die Varianz in 5092 von 6075
Parameterkonstellationen signifikant (83.8%).

MCAR MAR NMAR Total
mean(BR) 0 0.324 -0.488 -0.239

sd(BR) 0.017 0.415 0.562 0.621
mean(QV) 2.55 4.65 4.374 4.326

Tabelle 2: Mittelwerte und Standardabweichungen der Gütekriterien unter-
teilt in Klassen der Abhängigkeitsstruktur von Nichtbeobachtung.
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Es lässt sich festhalten, dass IPW im überwiegenden Anteil der Anwendungen
die Varianz der Schätzung erhöht. Somit lässt sich die Hypothese H1 bestäti-
gen, da IPW unter korrekten Annahmen (i) und (ii) die Verzerrung reduziert
und unabhängig der Annahmenverletzung die Effizienz verringert (Varianz
der Schätzung erhöht). Allerdings ist das positive Abschneiden bezüglich der
Verzerrungsreduktion von IPW unter MAR kritisch zu betrachten, weil das
Selektionsmodell für alle Simulationen unter MAR korrekt spezifiziert wur-
de.

Die Verwendung geschätzter Beobachtungswahrscheinlichkeiten liefert effizi-
entere Ergebnisse als die Verwendung der wahren Beobachtungswahrschein-
lichkeiten. Beim Vergleich der relativen Verzerrungsreduktion BR in der ge-
samten Simulation ergibt der t-Test einen signifikanten Unterschied zuguns-
ten der geschätzten Beobachtungswahrscheinlichkeiten (t = 9.28, p < 0.5).
Die Verwendung geschätzter Beobachtungswahrscheinlichkeiten scheint in
Anbetracht der relativen Verzerrungsreduktion empfohlen zu sein, sodass
auch Hypothese H2 hier Bestätigung findet.

Bei der Prüfung der Linkfunktion wird die Logitfunktion im Mittel in 16 von
100 Simulationen fälschlicherweise als Link-Funktion abgelehnt. Die Cauchit-
funktion wurde in 20 von 100 und die Probitfunktion in 16 von 100 Simula-
tionen korrekterweise abgelehnt. Die Unterschiede zwischen den Funktionen
scheinen sich hier aus dem Anstieg der jeweiligen Funktion zu ergeben (Kang
& Schafer, 2007). Da die gewählten Linkfunktionen eine ähnliche Ablehnungs-
rate aufweisen, lässt sich kein Hinweis darauf finden, dass die Linkfunktion
des Selektionsmodells mit der beschriebenen Methode verifiziert werden kann.
Diese Aussage gilt jedoch nur für den eingeschränkten Variationsbereich der
Parameter und wenn die datenerzeugende Funktion eine Logitfunktion ist.
Die Hypothese H3 lässt sich somit in dieser Simulation nicht bestätigen, je-
doch bleibt offen, ob ein erweiterten Simulationsrahmen andere Ergebnisse
liefert.

Im Folgenden sollen praktische Implikationen aus der vorliegenden Simula-
tionsstudie gezogen werden. Die Simulationen wurden daraufhin untersucht,
ob Zusammenhänge zwischen der relativen Verzerrungsreduktion BR und
den Kenngrößen existieren, die dem Datenanalysten zugänglich sind. So wä-
re es dem Datenanalysten möglich, anhand der ihm bekannten Kenngrößen
abzuschätzen, ob der Einsatz von IPW empfohlen ist. Unter MCAR ist die
Verwendung von IPW nicht zu empfehlen. Diese Fälle lassen sich durch einen
kleinen Determinationskoeffizient identifizieren (R2

sel < 0.1).
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Der Determinationskoeffizienten kann allein durch Hinzunahme selbst unab-
hängiger Variablen größer werden, weshalb hier der korrigierte Determinati-
onskoeffizient betrachtet werden sollte. Unter MAR ergibt eine Zusammen-
hangsanalyse von BR auf die Kenngrößen, dass die Verzerrung mit Hilfe von
IPW sinkt, je größer R2

reg, je größer N und je kleiner die Abdeckungsrate
N−1 ∑ si ist. Freedman und Berk (2008) empfiehlt, bei korrekt spezifizierten
Regressionsmodellen keine Gewichtung vorzunehmen. Der Hinweis von Cole
und Hernán (2008) bestätigt sich auch in dieser Untersuchung, wonach der
Mittelwert der Gewichte für vollständig beobachtete Untersuchungseinheiten
nicht signifikant größer als 1 sein darf. Zu erwähnen ist, dass über die gesamte
Untersuchung die Kenngrößen sup(ππ−1

i ) und q0.95 keinen zusätzlichen Zu-
sammenhang aufklären. Der Einfluss der größten Gewichte scheint durch den
Mittelwert der Gewichte moderiert zu werden.

Die beschriebenen Heuristiken lassen wie folgt zusammenfassen. Das Selek-
tionsmodell sollte einen signifikant von 0 verschiedenen Determinationskoef-
fizienten besitzen. Das Regressionsmodell sollte einen möglichst großen Re-
gressionskoeffizienten aufweisen (mindestens 0.3), jedoch nur wenn weiterhin
von einer Fehlspezifikation auszugehen ist. Der Mittelwert der Gewichte darf
1 nicht überschreiten. Der Stichprobenumfang sollte groß genug sein um trotz
Nichtbeobachtungsrate von bis zu 30% genügend vollständige Beobachtungen
aufzuweisen (N > 100).

Zusammenfassend ist die Art der Abhängigkeitsstruktur der Nichtbeobach-
tung (MCAR, MAR, NMAR) entscheidend für die Leistung von IPW. Ist
Verzerrung nicht auf Selektion begründet (MCAR), erhöht IPW lediglich die
Varianz der Schätzung. Wird die Selektion falsch geschätzt, was unter NMAR
möglich ist, kann es zu einer Vergrößerung der Verzerrung kommen. Dage-
gen stellen sich hier die konkrete Ausprägung der unteren Schranke δ für die
Beobachtungswahrscheinlichkeiten nur im Kontext der anderen Gewichte als
geeignet heraus, um die Leistung von IPW vorherzusagen.
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5 Diskussion

Wenn systematische Nichtbeobachtung in einer ansonsten repräsentativen
Stichprobe vorliegt, kann neben anderen Alternativen IPW eingesetzt wer-
den. IPW reduziert nur unter bestimmten Bedingungen die Verzerrung von
Schätzern. Die Effizienz der Schätzung wird jedoch in jedem Fall dabei verrin-
gert, sodass generell größere Stichproben benötigt werden, um präzise Aus-
sagen treffen zu können. Deshalb sollten die Kenngrößen der Berechnung
zur Entscheidung herangezogen werden, ob das Ergebnis der IPW Schätzung
haltbar ist. Bei der Anwendung von IPW sollten in jedem Fall die Beobach-
tungswahrscheinlichkeiten für die Untersuchungseinheiten geschätzt werden,
selbst wenn die wahren Beobachtungswahrscheinlichkeiten bekannt sind. Die-
ses nicht intuitive Ergebnis liegt darin begründet, dass Selektion im Kontext
einer Stichprobe gesehen werden muss. Die Nichtbeobachtung in einer Stich-
probe bietet bessere Hinweise darauf, wie Verzerrung (in dieser Stichprobe)
zu reduzieren ist, als die wahren Beobachtungswahrscheinlichkeiten. In dieser
Untersuchung konnte nicht bestätigt werden, dass die gewählte Linkfunktion
für das Selektionsmodell verifiziert oder falsifiziert werden kann.

Dass die Methode zur Verifizierung der Linkfunktion keine Ergebnisse lie-
ferte, ist möglicherweise darin begründet, dass das Selektionsmodell nicht
ausreichend variiert wurde. Der Untersuchungsrahmen ist dafür möglicher-
weise zu klein gewählt. Eine Hinzunahme von quadratischen Termen in das
datenerzeugende Selektionsmodell ergibt möglicherweise andere Ergebnisse
hinsichtlich der Überprüfung von Linkfunktionen. Weiterhin führt die Ein-
schränkung auf nur zwei abhängige Variablen im datenerzeugenden Selek-
tionsmodell möglicherweise auch zu einer Überschätzung der Leistung von
IPW in manchen Untersuchungsabschnitten. Die Ergebnisse eines größeren
Untersuchungsrahmens hätten jedoch den Raum dieser Bachelorarbeit über-
schritten.

Als Ergebnis dieser Untersuchung ist festzuhalten, dass IPW nur dann ein-
gesetzt werden sollte, wenn sowohl Selektions- als auch Regressionsmodell
jeweils korrigierte Determinationskoeffizienten R2 ≥ 0.3 besitzen. Dies setzt
voraus, dass immer beobachtbare Variablen identifizierbar sind, die zur Schät-
zung der Nichtbeobachtungswahrscheinlichkeiten ausreichen. Die berechne-
ten Gewichte sollten in so fern moderat sein, als dass der Mittelwert der
Gewichte mean(ππ−1

i ) ≤ 1 betragen soll. Ferner ist der Einsatz ist IPW ein
größeren Stichprobenumfang (N > 100) mit entsprechend angemessener Be-
obachtungsrate N−1 ∑ si ≥ 0.7 zu empfehlen. Unter diesen Umständen hilft
IPW die Verzerrung der Schätzung zu reduzieren.
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Weitere Untersuchungen wären notwendig, um zu prüfen, ob die Leistung von
IPW tatsächlich so positiv ausfällt. Dazu sollten Modelle mit mehr Varia-
blen hinzugezogen und deren Haupteffekte variiert werden, um höhere Grade
der Fehlspezifikationen des Regressions- und Selektionsmodells zu erlauben.
Ebenfalls sollte die Verteilung der Fehler, die hier einheitlich als normalver-
teilt gewählt wurden, variiert werden. Es lässt sich vermuten, dass die Abhän-
gigkeit der Nichtbeobachtung von fehlenden Variablen umso weniger schäd-
lich ist, je größer der Zusammenhang zwischen diesen fehlenden Variablen
und immer beobachteten Variablen ist. Ein möglicher Untersuchungsansatz
besteht darin, das datenerzeugende Modell um eine unabhängige Variable zu
erweitern, die nicht immer beobachtet wird, aber dennoch einen Einfluss auf
die Beobachtungswahrscheinlichkeiten hat. Die zu prüfende Hypothese ist,
ob dann mit steigendem Zusammenhang der unabhängigen Variablen, die
Leistung von IPW besser wird. Ein weiterer Untersuchungsansatz gilt den
Maßnahmen, die Gewichte anzupassen. Dazu gehört Truncation und Diskre-
tisierung der unabhängigen Variablen des Selektionsmodells. Die Auswirkun-
gen dieser Methoden sollten im Licht der Beziehung zwischen Effizienz und
Verzerrungsreduktion untersucht werden.
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